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Àííîòàöèÿ
Èññëåäîâàíà çàäà÷à äèðàêöèè ïëîñêîé TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû íà ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèíàõ, ðàñïîëîæåííûõ â äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ. Èñõîä-
íàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëîãàðèìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ
â ÿäðàõ îòíîñèòåëüíî ñêà÷êîâ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìåòàë-
ëè÷åñêèå ýêðàíû. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøåíà ÷èñëåííî ìåòîäîì àëåðêèíà ñ áàçèñíûìè
óíêöèÿìè  ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà. Ïîñòðîåíû ãðàèêè ïëîòíîñòè ýíåðãèè ðàññåÿííîãî
ïîëÿ äëÿ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ íà äâóõ ïëàñòèíàõ, ðàñïîëîæåííûõ ðÿäîì è äðóã íàä äðóãîì.
Äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Hloc1 (R
2) .
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèðàêöèÿ, TE -ïîëÿðèçîâàííàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, óðàâ-
íåíèå ñ ëîãàðèìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ, ìåòîä àëåðêèíà, ïîëèíîìû ×åáûøåâà, òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè.
Ââåäåíèå
Â ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à ðàññåÿíèÿ (äèðàêöèè) ïëîñêîé TE -ïîëÿðèçî-
âàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèíàõ, ðàñïîëîæåííûõ
ïàðàëëåëüíî. Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ äèðàêöèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ òîíêèõ ýêðàíàõ ïîäðîáíà ðàññìîòðåíà
â [1℄. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à äèðàêöèè ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû íà îäíîì ýêðàíå, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ â ýëåêòðî-
äèíàìèêå. Ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿëèñü â îñíîâíîì ìåòîä ìîìåíòîâ,
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ìåòîä àëåðêèíà ñ âûáîðîì ïðîñòåéøèõ áàçèñíûõ è
ïðîáíûõ óíêöèé (ïîäðîáíûé îáçîð ñì. â [2℄). Çàäà÷è äèðàêöèè íà ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåòêàõ, â òîì ÷èñëå è ìíîãîñëîéíûõ, èññëåäîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷è
èìàíà èëüáåðòà â [3℄.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à ñîðìóëèðîâàíà â âèäå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ åëüìãîëüöà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ¾íà ìåòàëëå¿, ðåøåíèÿ êîòîðîé èùóòñÿ
â êëàññå óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü âîëí [4℄. Óðàâíåíèå åëüìãîëüöà ðàññìîòðå-
íî îòäåëüíî â ïëîñêîì ñëîå, â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ [5℄, ðàçäåëåííûõ
ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýêðàíû. Îáðà-
çû Ôóðüå ñëåäîâ íà ãðàíèöàõ êàæäîé èç îáëàñòåé íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ è
ñàìîé èñêîìîé óíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â [6℄ è [7℄. Ýòè
ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçîâàíû ïðè àíàëèçå èñõîäíîé çàäà÷è.
Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëîãàðèìè-
÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðàõ îòíîñèòåëüíî ñêà÷êîâ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç ìåòàëëè÷åñêèå ýêðàíû. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøåíà ÷èñëåííî ìå-
òîäîì àëåðêèíà ñ áàçèñíûìè óíêöèÿìè  ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà. àññìîòðåíû






















÷àñòíûå ñëó÷àè: çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà îäíîé ïëàñòèíå è íà äâóõ ïëàñòèíàõ, ðàñïî-
ëîæåííûõ ðÿäîì è äðóã íàä äðóãîì. Ïðèâåäåíû ãðàèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè
ýíåðãèè ïîëÿ äëÿ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ íà äâóõ ïëàñòèíàõ.
Îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ìåòàëëè÷åñêèõ ýêðà-
íàõ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè è ìîæåò áûòü äîêàçàíî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäà-
ìè (ñì., íàïðèìåð, [8℄). Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèâåäåíî
â ïîñëåäíåì ïóíêòå. Äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé ðàññìîòðåíû íå êëàññè÷åñêèå, à
îáîáùåííûå ðåøåíèÿ èç êëàññà Hloc1 (R
2) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà áåñêî-
íå÷íîñòè.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è, çàìåòèì, ÷òî ðàññåÿíèå âîëíû ïðî-
èñõîäèò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à áåñêîíå÷íûå òîíêèå ïëàñòèíû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé áåñêîíå÷íûå ïîëîñû.
Ïóñòü â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è z = a äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàçìåùå-
íû ïàðàëëåëüíî îñè y èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå áåñêîíå÷íî òîíêèå ïëàñòèíû (â êàæ-
äîé ïëîñêîñòè èõ êîíå÷íîå ÷èñëî). Ñâåðõó (èç îáëàñòè z > a) íàáåãàåò ïëîñêàÿ
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà âèäà u0(x, z) = A0 exp (ik sin θx+ ik cos θz) , ãäå θ  óãîë,
îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè z . Íóæíî íàéòè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè
åå äèðàêöèè. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âåêòîð E ïàäàþùåé âîëíû òàêæå ïà-
ðàëëåëåí îñè y (TE -ïîëÿðèçàöèÿ ïîëÿ). Ïîýòîìó ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è
äèðàêöèè, íå çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàòû y .
Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëó÷àå TE -ïîëÿðèçàöèè âû-
ðàæàþòñÿ [5℄ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ óíêöèþ u(x, z) = Ey(x, z) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ






+ k2u = 0. (1)
àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ
äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïëîñêîñòü x0z ðàçîáüåì íà òðè îáëàñòè (ñì. ðèñ. 1): ïåðâàÿ
 âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü D1 = {(x, z) : z > a} , âòîðàÿ  ïîëîñà D2 = {(x, z) : 0 <
< z < a} , ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó ðÿäàìè ïëàñòèí è, íàêîíåö, òðåòüÿ  íèæíÿÿ
ïîëóïëîñêîñòü D3 = {(x, z) : z < 0} .
ðàíèöó ñîïðÿæåíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû z = a ðàçîáüåì íà ÷àñòè:
îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 ïðîåêöèþ íà îñü x ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòàëëè÷åñêèì
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ïëàñòèíàì, è ÷åðåç N1  ïðîåêöèþ ÷àñòè áåç ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí (M1 ∪N1 =
= R). Áóäåì íàçûâàòü ïëàñòèíàìè îòðåçêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó M1 . Àíà-
ëîãè÷íî ïîñòóïèì è ñ ãðàíèöåé ñîïðÿæåíèÿ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû: îáî-
çíà÷èì ÷åðåç M2 ÷àñòü ëèíèè z = 0 , ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòàëëè÷åñêèì ïëàñòèíàì,
à ÷åðåç N2  ÷àñòü áåç ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1(x) ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé óíêöèè Ey(x, z) ïðè
ñòðåìëåíèè z ê a ñâåðõó, à ÷åðåç v1(x)  ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Hx(x, z) (èëè, êàê
ñëåäóåò èç ñèñòåìû Ìàêñâåëëà, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ∂Ey(x, z)/∂z ). Äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé óíêöèè è íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé ïðè ïîäõîäå ê îñè x èç íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
u3(x) è v3(x) . Ïàðàìè óíêöèé u
+
2 (x) , v
+
2 (x) è u
−
2 (x) , v
−
2 (x) îáîçíà÷èì ïðåäåëü-
íûå çíà÷åíèÿ Ey(x, z) è Hx(x, z) íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ïîëîñû ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Â îáëàñòÿõ D1 , D2 è D3 íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà ðàñïðå-
äåëåíèé ìåäëåííîãî ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì ïðè z = 0 è z = a . Âíå ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû




2 (x), u1(x) = u
+
2 (x) ïðè x ∈ N1,
v−2 (x) = v3(x), u
−
2 (x) = u3(x) ïðè x ∈ N2.
(2)
Êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E íà èäåàëüíî




2 (x) = −u0(x, a) ïðè x ∈M1,
u−2 (x) = u3(x) = −u0(x, 0) ïðè x ∈M2.
(3)
Óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì [4℄: óíêöèÿ u(x, z)
äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà íà áåñêîíå÷íîñòè èëè ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ êàê âîëíà (ïî-
ðîæäàòü âîëíó, ïåðåíîñÿùóþ ýíåðãèþ) ïðè x2 + z2 →∞ .
Çàäà÷à (1)(3) âìåñòå ñ óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ íà ìåòàëëè÷åñêèõ ýêðàíàõ TE -ïîëÿðè-
çîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, îïèñûâàåìîé óíêöèåé u0(x, z) .
2. Ñâåäåíèå çàäà÷è äèðàêöèè ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Îáðàçû Ôóðüå íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ è ñàìîé èñêîìîé óíêöèè íà ãðàíèöàõ
ïîëóïëîñêîñòåé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (ñì. [6℄):
V1 (ζ) − iγ (ζ)U1 (ζ) = 0,
V3 (ζ) + iγ (ζ)U3 (ζ) = 0,
(4)
à â ïîëîñå  ñèñòåìîé (ñì. [7℄)
eiaγ(ζ)[V +2 (ζ)− iγ (ζ)U+2 (ζ)]− [V −2 (ζ)− iγ (ζ)U−2 (ζ)] = 0,







k2 − ζ2, |ζ| < k, i
√
ζ2 − k2, |ζ| > k
}
.
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Óðàâíåíèÿ (4) è (5) äëÿ âåùåñòâåííûõ ζ àêòè÷åñêè çàìåíÿþò ñîáîé óðàâíåíèå
(1). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäèì îò ñèñòåìû (1)(3) ê ñèñòåìå (2)(5), êîòîðóþ è
áóäåì â äàëüíåéøåì ðåøàòü.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèðàêöèè äîñòàòî÷íî îòûñêàòü ëèáî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
ñàìîé óíêöèè, ëèáî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé [57℄. àññìîò-
ðèì â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé vn(x) .
Ñâåäåì èñõîäíóþ çàäà÷ó (2)(5) ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
vn(x) .
2.1. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. àññìîòðèì âûðàæåíèå V +2 (ζ) −
− iγ (ζ)U+2 (ζ) . Èç óðàâíåíèÿ (4) è óñëîâèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî













































Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ¾íà ìåòàëëå¿ (3) ïîëó÷èì






v+2 (x) − v1(x)
]
eixζ dx. (6)
Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) èìååì









v+2 (x)− v1 (x)
]
eixζ dx. (7)






















v+2 (τ) − v1 (τ)
]
eiτζ dτe−ixζ dζ. (8)
Ââåäåì óíêöèþ





iγ (ζ) ei(τ−x)ζ dζ.





u−2 (τ) − u3 (τ)
]
K0 (τ, x) dτ − v3 (x) + Ω1(x).
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Èç óñëîâèÿ ¾íà ìåòàëëå¿ (3) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî
âûðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
2v3 (x) = Ω1 (x) ïðè x ∈ N2. (9)
Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) ïîëó÷èì
u3 (x) = −
+∞∫
−∞
v3 (τ)K1 (τ, x) dτ ïðè x ∈M2, (10)
ãäå ÿäðî








Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (10), èñïîëüçóÿ (3) è (9):
− u0 (x, 0) = u3 (x) = −
+∞∫
−∞




v3 (τ)K1 (τ, x) dτ −
∫
M2





Ω1 (δ)K1 (δ, x) dδ −
∫
M2
v3 (τ)K1 (τ, x) dτ, x ∈M2. (12)











v+2 (τ) − v1 (τ)
]
K2 (τ, x) dτ.
Çäåñü













ei(δ−x)t dt e−iδζ dδ eiτζ+iaγ(ζ) dζ. (13)










v+2 (τ) − v1 (τ)
]
K2 (τ, x) dτ = −u0 (x, 0) , x ∈M2. (14)
2.2. Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Ïðåîáðàçóåì ìíîæèòåëü âî âòîðîì óðàâ-
íåíèè ñèñòåìû (5) ê âèäó








v−2 (x)− v3 (x)
]
eixζ dx. (15)
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Çäåñü ñíà÷àëà èñïîëüçîâàíî óñëîâèå (2), äàëåå èíòåãðàëû îò v3(x) è u3(x) áû-
ëè äîïîëíåíû äî áåñêîíå÷íûõ è èñïîëüçîâàíî âòîðîå óðàâíåíèå (4). Íàêîíåö, èç
óñëîâèÿ ¾íà ìåòàëëå¿ (3) ñëåäóåò, ÷òî u−2 (x) = u3 (x) .
Âòîðîå óðàâíåíèå (5) ñ ó÷åòîì (15) ïðèâåäåì ê âèäó







v−2 (x) − v3 (x)
]
eixζ dx. (16)
Ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê (16). Èñïîëüçóÿ (2), (4), ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ óíêöèè v+2 (x) :




u+2 (τ)− u1 (τ)
]













v−2 (τ)− v3 (τ)
]
eiτζ dτ e−ixζ dζ. (17)
Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè (2), (3) è ïåðåéäåì ê óíêöèè v1 (x) . Ïîëó÷èì
v1 (x) = −v1 (x) + Ω2(x) èëè
2v1 (x) = Ω2(x), x ∈ N1. (18)
Èç (3), (4) è (18) ñëåäóåò óðàâíåíèå
−u0 (x, a) =
∫
M1





Ω2 (τ)K1 (τ, x) dτ. (19)











v−2 (τ) − v3 (τ)
]
K3 (τ, x) dτ.
Çäåñü ÷åðåç K3 (τ, x) îáîçíà÷åí èíòåãðàë












ei(δ−x)t dt dδ. (20)
Óðàâíåíèå (19) ïåðåïèøåì òàê:∫
M1






v−2 (τ)− v3 (τ)
]
K3 (τ, x) dτ = −u0 (x, a) , x ∈M1,
(21)
îíî è áóäåò âòîðûì â ñèñòåìå óðàâíåíèé.
2.3. Äðóãèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåòüå óðàâíå-
íèå, ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èñïîëüçîâàííûì ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ
(9). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå x ∈M2, ïîëó÷èì




v+2 (τ)− v1 (τ)
]
K4 (τ, x) dτ, x ∈M2, (22)
44 À.Í. ÎÄÅÅÂÀ, Ä.Í. ÒÓÌÀÊÎÂ
ãäå






×åòâåðòîå óðàâíåíèå âûâîäèòñÿ êàê è óðàâíåíèå (18), íî ïðè x ∈ M1 . Â ýòîì
ñëó÷àå




v−2 (τ)− v3 (τ)
]
K4 (τ, x) dτ, x ∈M1. (23)
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé çàâåðøåíî.
Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (2)(5) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
(14), (21), (22) è (23) îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
íà ìåòàëëè÷åñêèõ ýêðàíàõ v1(x) , v
+
2 (x) , v
−
2 (x) è v3(x) .
Äîêàçàòåëüñòâî. àíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14), (21)(23)
ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì óðàâíåíèé (2)(5). Ïðè ýòîì áûëè èñïîëüçîâàíû íåâû-
ðîæäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñèñòåìû (14), (21)(23) îáðàòíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ (2)(5), òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ
ýòèõ äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè.
3. Àíàëèç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ î÷åíü íåóäîáíà, òàê
êàê óðàâíåíèÿ (14) è (21) ïîä èíòåãðàëàìè ñîäåðæàò ÿäðà K2 (τ, x) è K3 (τ, x) ,
êîòîðûå îïðåäåëåíû êàê ïîâòîðíûå èíòåãðàëû (ñì. îðìóëû (13) è (20)).
Çàïèøåì ñèñòåìó â äðóãîì âèäå, âîñïîëüçîâàâøèñü îðìóëàìè (12), (19), à
òàêæå (22) è (23), âûðàæåííûìè ÷åðåç Ω1(x) è Ω2(x) ñîîòâåòñòâåííî:∫
M2





Ω1 (τ)K1 (τ, x) dτ = u0 (x, 0) , x ∈M2,
∫
M1





Ω2 (τ)K1 (τ, x) dτ = −u0 (x, a) , x ∈M1,
v−2 (x) = −v3 (x) + Ω1 (x) , x ∈M2,
v+2 (x) = −v1 (x) + Ω2(x), x ∈M1.
(24)
Ñëîæèì ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, ïðåäâàðèòåëüíî óìíî-




v3 (τ)K1 (τ, x) dτ +
+∞∫
−∞




v−2 (τ)K1 (τ, x) dτ + 2u0 (x, 0) , x ∈M2. (25)
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Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (25):
+∞∫
−∞



















e−ixξ dξ eiaγ(ζ)+itζ dζ dt.

























Òîãäà óðàâíåíèå (25) ïðèìåò âèä∫
M2
[
v3 (τ)− v−2 (τ)
]




v+2 (τ) − v1 (τ)
]
K5 (τ, x) dτ =
= 2u0 (x, 0) , x ∈M2. (26)
Òåïåðü ñëîæèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (24), óìíîæåííîå íà 2, è èíòåãðàë ïî
M1 îò ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ íà K1 (x, τ) . Ïîëó÷èì
∫
M1
v1 (τ)K1 (τ, x) dτ +
+∞∫
−∞




v+2 (τ)K1 (τ, x) dτ − 2u0 (x, a) , x ∈M1. (27)
Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå Ω2 (τ) :
+∞∫
−∞












Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (27) ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó∫
M1
[
v1 (τ)− v+2 (τ)
]




v−2 (τ) − v3 (τ)
]
K5 (τ, x) dτ =
= −2u0 (x, a) , x ∈M1. (28)
Óðàâíåíèÿ (26), (28), (22) è (23) äàþò íîâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, â êîòîðîé ÿäðà
íå ñîäåðæàò ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ.
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Ââåäåì äâå âñïîìîãàòåëüíûå óíêöèè
w−(τ) = v3 (τ)− v−2 (τ) , w+(τ) = v+2 (τ)− v1 (τ) . (29)
Òîãäà óðàâíåíèÿ (26) è (28) îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó.
Òåîðåìà 2. Çàäà÷à äèðàêöèè TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
íà ïàðàëëåëüíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ýêðàíàõ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé∫
M2
w−(τ)K1 (τ, x) dτ +
∫
M1
w+(τ)K5 (τ, x) dτ = 2u0 (x, 0) , x ∈M2,
∫
M1
w+(τ)K1 (τ, x) dτ +
∫
M2
w−(τ)K5 (τ, x) dτ = 2u0 (x, a) , x ∈M1
(30)
îòíîñèòåëüíî ñêà÷êîâ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè w−(τ) è w+(τ) ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ìåòàëëè÷åñêèå ýêðàíû.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñè-
ñòåìû (14), (21)(23) è ñèñòåìû (30). Çàìåòèì, ÷òî èñêîìûå óíêöèè v1 , v3 è v
±
2
îïðåäåëÿþòñÿ èç (29) è óðàâíåíèé (22) è (23).
4. ×èñëåííîå ðåøåíèå
àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè îáùåé çàäà÷è: ðàññåÿíèå TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû íà îòäåëüíîé ïëàñòèíå è íà äâóõ ïëàñòèíàõ, ðàñïîëîæåííûõ
ðÿäîì èëè äðóã íàä äðóãîì.
4.1. àññåÿíèå íà îäíîé ïëàñòèíå. Â ñëó÷àå, åñëè ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò
íà îäíîé ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíå ñ êîíöàìè α è β , ñèñòåìà óðàâíåíèé (30) ïðå-
âðàùàåòñÿ â îäíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
β∫
α
ω− (τ)K1 (τ, x) dτ = 2u0(x, 0), x ∈ [α, β] . (31)
ßäðî äàííîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííîå îðìóëîé (11), âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óíê-
öèþ Õàíêåëÿ âòîðîãî ðîäà (ñì. [5℄):












0 (k |τ − x|) ,
ãäå k  âîëíîâîå ÷èñëî. Èçâåñòíî [9℄, ÷òî
K1 (τ, x) = − ln 1|τ − x| + r (τ, x) .
Çäåñü óíêöèÿ r (τ, x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ.
Èñêîìóþ óíêöèþ ω−(x) áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì ×å-
áûøåâà íà îòðåçêå [α, β]
ω−(x) ≈ 1√
(β − x)(x− α)
N∑
n=1
anT˜n−1(x), x ∈ [α, β] , (32)
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, n = 0, 1, . . .




















, m = 1, . . . ,M.
Çàäà÷à äèðàêöèè TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà îòäåëüíîé
ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíå ñâîäèòñÿ ê ÑËÀÓ
N∑
n=1
an(ηkn + rkn) = fk, k = 1, . . . , N (34)
îòíîñèòåëüíî êîýèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñêîìîé óíêöèè ω−(x) ïî ïîëèíîìàì
×åáûøåâà an , ãäå
ηkn =

pi2 ln(β − α), k = n = 1,
pi2/(2k), k = n 6= 1,








(β − t)(t− α)
T˜k−1(x)√







(β − x)(x − α) dx.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåøåíà ñèñòåìà (34), òî ñîãëàñíî ïðèáëèæåííîé îðìó-
ëå (32) ìîæåò áûòü íàéäåíà óíêöèÿ ω−(x) . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ fk âîñïîëüçóåìñÿ
îðìóëîé (33), à äëÿ âû÷èñëåíèÿ rkn îðìóëó (33) ïðèìåíèì äâàæäû.





















z2 + (τ − x)2
)
.




z2 + x2) . Òîãäà èç (32) ïîëó÷èì ïðèáëèæåí-
íóþ îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ u(x, z) â âèäå








(β − τ)(τ − α) T˜n−1 (τ)G(z, τ − x) dτ.
48 À.Í. ÎÄÅÅÂÀ, Ä.Í. ÒÓÌÀÊÎÂ
4.2. àññåÿíèå íà äâóõ ñìåæíûõ ïëàñòèíàõ. àññìîòðèì çàäà÷ó ðàññåÿ-
íèÿ TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà äâóõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòè-
íàõ, ðàñïîëîæåííûõ â ïëîñêîñòè z = 0 . Îáîçíà÷èì L(τ, x) = − ln |τ − x| − r (τ, x) .




ψ1(τ)L(τ, x) dτ +
β2∫
α2
ψ2(τ)L(τ, x) dτ = f(x), x ∈ [α1, β1] ∪ [α2, β2] .
Çäåñü ψ1(x) = ω
−(x), x ∈ [α1, β1] è ψ2(x) = ω−(x), x ∈ [α2, β2] . Ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ åñòü f(x) = −2piu0(x, 0) .
Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà (αj , βj) , ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíå ñ
íîìåðîì j , j = 1, 2 , ðàññìîòðèì áàçèñíûå óíêöèè
T˜ (j)n (x) = Tn
(
2










n , n = 1, . . . , N,
a
(2)
n−N , n = N + 1, . . . , 2N.
Çàäà÷à äèðàêöèè TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà äâóõ
ñìåæíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèíàõ ñâîäèòñÿ ê ÑËÀÓ
2N∑
n=1




pi2 ln(β1 − α1), k = n = 1,
pi2 ln(β2 − α2), k = n = N + 1,
pi2/(2k), k = n < N + 1,
pi2/(2(k −N)), k = n > N + 1,
0, k 6= n,
à rkn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâîéíûå èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå r (τ, x) .
åøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä








ω− (τ)G(z, τ − x) dτ
èëè ïðèáëèæåííî








(β1 − τ)(τ − α1)
T˜
(1)









(β2 − τ)(τ − α2)
T˜
(2)
n−1 (τ)G(z, τ − x) dτ.
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à) á)
â) ã)
èñ. 2. àññåÿíèå íà äâóõ ñìåæíûõ ïëàñòèíàõ (α1 = −1.5, β1 = −0.5, α2 = 0.5, β2 = 1.5):
à) θ = 0◦, λ = 2, á) θ = 90◦, λ = 2, â) θ = 0◦, λ = 10, ã) θ = 90◦, λ = 10
Ïóñòü íà äâå ïëàñòèíû, ðàñïîëîæåííûå â ïëîñêîñòè z = 0 ïàäàåò ïëîñêàÿ
TE -ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà âèäà u0(x, z) = exp (ik cos θx+ ik sin θz) ñ åäèíè÷íîé
àìïëèòóäîé. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðè ðàçëè÷-
íûõ óãëàõ ïàäåíèÿ θ . Áîëåå òåìíûå ó÷àñòêè ñîîòâåòñòâóþò áîëüøåé ïëîòíîñòè
ýíåðãèè.
4.3. àññåÿíèå íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëàñòèíàõ. àññìîòðèì åùå îäèí
÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è äèðàêöèè, êîãäà îäíà ïëàñòèíà ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî
íàä äðóãîé. Ñèñòåìà (30) ïðèìåò âèä
β1∫
α1
ω+(τ)L(τ, x) dτ −
β2∫
α2
ω−(τ)piG(a, τ − x) dτ = f(1)(x), x ∈ [α1, β1] ,
β2∫
α2
ω−(τ)L(τ, x) dτ −
β1∫
α1
ω+(τ)piG(a, τ − x) dτ = f(2)(x), x ∈ [α2, β2]
ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f(1)(x) = −2piu0(x, a) è f(2)(x) = −2piu0(x, 0) .
Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ êîýè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ óíêöèé ω+(τ) è ω−(τ) ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà.
Çàäà÷à äèðàêöèè TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà äâóõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèíàõ ñâîäèòñÿ ê ÑËÀÓ
2N∑
n=1
cn(ηkn + rkn) = fk, k = 1, . . . , 2N,
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à) á)
â) ã)
èñ. 3. àññåÿíèå íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëàñòèíàõ (α1 = 0 , β1 = 1 , α2 = −1 , β2 = 0 ,
a = 3 , λ = 2): à) θ = 0◦, á) θ = 90◦, â) θ = 45◦, ã) θ = 135◦
êîýèöèåíòû è ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé îïðåäåëåíû òàêèì æå îáðàçîì, ÷òî â ï. 4.1
è 4.2.
Ïîòåíöèàëüíàÿ óíêöèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ íàõîäèòñÿ ïî îðìóëå








ω+ (τ)G(z − a, τ − x) dτ.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ðàññìîòðèì ïàäåíèå ïëîñêîé TE -ïîëÿðèçîâàííîé
âîëíû, íî óæå íà ïëàñòèíû, ðàñïîëîæåííûå äðóã íàä äðóãîì. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíî
ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè äëÿ ñëó÷àÿ äëèíû âîëíû λ = 2 .
5. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äèðàêöèè
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ åëüìãîëüöà (1) â ïðîñòðàíñòâå
Hloc1 (R
2) [1, ãë. 1℄. Êàê èçâåñòíî, åñëè u(x, z) ∈ Hloc1 (R2) , òî u(x, z0) ∈ H1/2(R1)
è ∂u/∂n(x, z0) ∈ H−1/2(R1) äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî z0 . åøåíèå óðàâíåíèÿ
åëüìãîëüöà áóäåò áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðóåìûì, ïîýòîìó ìîæíî èñêàòü ýòî ðå-
øåíèå íå êàê ðàñïðåäåëåíèå, à êàê îáû÷íóþ óíêöèþ.
Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åëüìãîëüöà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hloc1 (R
2) , òî
â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè îãðàíè÷åíà ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïî-
ýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè äèðàêöèè íà íåçàìêíóòûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ýêðàíàõ íå
íóæíî âêëþ÷àòü â ïîñòàíîâêó çàäà÷ óñëîâèå ¾íà ðåáðå¿.
Îáîçíà÷èì D−2 = {(x, z) : z ∈ (0+, a− 0)} . Ïðè Q → ∞ îáëàñòè D−Q2 =
= {(x, z) : |x| < Q, z ∈ (0+, a − 0)} ñòðåìÿòñÿ ê D−2 . Çàïèøåì äëÿ îáëàñòè
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D−Q2 âòîðóþ îðìóëó ðèíà∫∫
D−Q
2












Çäåñü ∂D−Q2  ãðàíèöà îáëàñòè D
−Q




















2 (x) − u+2 (x)v+2 (x)
)
dx + I∞, (36)
ãäå

























Âûðàçèì èç óðàâíåíèé (5) îáðàçû Ôóðüå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé ÷åðåç îáðàçû Ôóðüå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èñêîìîé óíêöèè:
V +2 (ζ) = h1(ζ)U
+




eiaγ(ζ) − e−iaγ(ζ) , h2(ζ) =
i2γ(ζ)
eiaγ(ζ) − e−iaγ(ζ) .
Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëû èç ïðàâîé ÷àñòè (36), âîñïîëüçîâàâøèñüîðìóëîé Ïàð-























































Òîãäà óðàâíåíèå (36) ïðèìåò âèä


















dζ + I∞. (39)
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Òàê êàê k  âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (39) ðàâíà íóëþ,
à óíêöèè h1(ζ) è h2(ζ) òàêæå áóäóò âåùåñòâåííûìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âå-
ùåñòâåííîãî k ïîëó÷èì, ÷òî I∞ = 0 . Â ïðåäñòàâëåíèè (37) äëÿ I∞ çíà÷åíèå a
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1. Åñëè óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ åëüìãîëüöà ñ ïîñòî-

















àññìîòðèì îáëàñòü D+2 = {(x, z) : z ∈ (0−, a+ 0)} , îãðàíè÷åííóþ ïî ïåðåìåí-
íîé z , è îáëàñòè D+Q2 = {(x, z) : |x| < Q, z ∈ (0−, a + 0)} . àññóæäàÿ òàê æå,
êàê â ñëó÷àå îáëàñòè D−Q2 , çàïèøåì âòîðóþ îðìóëó ðèíà äëÿ îáëàñòè D
+Q
2 è




(u∆u− u∆u) dσ =
+∞∫
−∞






























v3(x) − v−2 (x)
)− u0(x, 0) (v3(x)− v−2 (x))] dx = 0























dζ = 0. (41)
Èç óðàâíåíèÿ (41) è îðìóëû (4) ñëåäóåò
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Ëåììà 2. Îáðàçû Ôóðüå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ óíêöèé è èõ íîðìàëü-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòÿõ D1 è D3 , ðàâíû íóëþ â èíòåðâàëå
(−k, k) :
U1(ζ) ≡ U3(ζ) ≡ 0, V1(ζ) ≡ V3(ζ) ≡ 0.





































































ïðè ëþáîì R > 0 . Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ |u(x,R)| . Èç îöåíêè
ñëåäóåò








Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî lim
R→∞
u(x,R) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ z ïîëó÷èì, ÷òî â îòêðûòîé îáëàñòè u(x, z) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
àíàëèòè÷íîñòè, u(x, z) ≡ 0 â R2 [11, ñ. 148℄. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñîðìóëè-
ðóåì â ñëåäóþùåé îðìå.
Òåîðåìà 3. Çàäà÷à äèðàêöèè TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
íà ñèñòåìå ìåòàëëè÷åñêèõ ýêðàíîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíî, ìîæåò èìåòü
òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
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Summary
A.N. Gordeeva, D.N. Tumakov. Diration of the Eletromagneti Wave on System of
Parallel Metal Sreens.
The paper views the problem of diration of the two-dimensional TE -polarised
eletromagneti wave on the metal plates loated in two parallel planes. The initial problem is
redued to a system of integral equations with logarithmi singularity in kernels as related to
jumps of the magneti eld at transition through metal sreens. The reeived system is solved
numerially by a Galerkin method with basi funtions  Chebyshev polynoms. Graphis of
sattered eld energy density have been onstruted for diration problems on two plates
posed nearby and one over the other. The uniqueness theorem of the problem of diration in
spae Hloc1 (R
2) is proved.
Key words: diration, TE -polarised eletromagneti wave, equation with logarithmi
singularity, Galerkin method, Chebyshev polynoms, uniqueness theorem.
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